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Abstract

En este trabajo se analizan las versiones unidimensional y radial del sistema
Au =P, Av =ul, z € Q, p,q > 0, bajo la condicién de contorno singular uj5q =
+00, vjgo = +00. Se establecen diversos resultados de existencia, unicidad,
multiplicidad de soluciones y perfiles de explosién en la frontera.

Introduccién

El objetivo de la comunicacion es describir con el mayor detalle posible el conjunto de
todas las soluciones positivas del problema de contorno singular:

Au = vP en €
Av = uf en ) (1)
Ujpn = +00, Vg = +00 ,

donde p,q > 0, mientras  es un intervalo de R o una bola de RY. Debe resaltarse
que en el caso de una sola ecuacién, este tipo de condicién de contorno singular tiene
una larga tradicién en la teoria de superficies de Riemann y geometria Riemanniana.
Especificamente, los problemas Au = e* en Q C RY, ujgq = +ooy Au = u” en Q C RY,
upn = +oo (cf. [1],[9],[10]). Véanse también [6, 7] donde se introducen otro tipo de
aplicacién y los primeros resultados generales, asi como [3| para una panordmica de
literatura reciente.

El estudio que aqui se presenta estd motivado por nuestros trabajos [2], [3]. En [2]
se descubrié que esta clase de problemas bajo una condicion de contorno infinita en la
frontera se presenta en el modelo mas sencillo de la dinamica de poblaciones, es decir,
la ecuacion logistica:

{%@‘:Au—k)\u—a(x)up, reQ, t>0, (L)
ujpqg = 0,

p>1,Q C RY regular y acotado, a € C*(Q) no negativa. En presencia de un “refugio”
para la especie u el soporte de a es Q, Q = {z € Q : a(x) > 0} un dominio regular,
mientras el refugio Qp := Q \ Q2 C @ es también un dominio regular. Para valores
de la tasa de natalidad A < A;(Q) (A; el primer autovalor Dirichlet en el dominio



correspondiente) la especie se extingue, lim; ., u(x,t) = 0; estabilizdndose cuando
t — oo hacia la solucién estacionaria positiva de (L) si A1 (Q) < A < A1(Qo). El régimen
“singular” del problema ocurre cuando A > A\;(Qp). En este caso lim; ., u(z,t) = 400
en Qo mientras lim, ., u(z,t) = v(z) en C?*(Q), donde v es la solucién minimal del
problema de contorno singular:

—Au = \u — a(z)u? x €
Ujgo = +00.

(LS)

En [3] se cerrd una cuestién no resuelta en [2], a saber, la unicidad de soluciones
positivas para el problema (LS). Como parte de la estrategia de la prueba, y bajo
condiciones de comportamiento potencial de a cerca de la frontera de su soporte (2,
a~ Cd',d — 0+, d(z) := dist(x,00), se determiné el perfil asintético exacto de
explosién de u cerca de la frontera, en la forma: u ~ Agd~*(1 4+ B1d + o(d)) cuando
d — 0+, obteniéndose los valores de los coeficientes Ay, By y del exponente a.

En el presente trabajo nos ocupamos de explicar cémo se extienden estos resul-
tados al caso de sistemas, concentrandonos en las versiones unidimensional y radial
de (1). Las secciones 2 y 3 se dedican a las soluciones simétricas y no simétricas,
respectivamente, del problema unidimensional:

{u”:vp —L<z<lL, {U”:uq —L<z<lL, P)

u(+L) = +o0, v(£L) = 400 .

El hecho mas sobresaliente es la presencia de infinitas soluciones positivas, en contraste
con el caso escalar. En el problema (P) se efectiia ademds una descripcién minuciosa
de la familia de tales soluciones determinandose el perfil de explosion en la frontera.
La seccion 4 se ocupa del problema radial. En todos los casos pg > 1 resulta ser una
condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciones. Demostraciones de
todos los resultados apareceran en [4].

Finalmente, debe destacarse que la fenomenologia descrita se reproduce también en
clases mas generales de sistemas. A saber:

{ Au = f(v) en () { Av = g(u) en ()

Ujpn = +00 Vjgn = +00

donde f y g son funciones crecientes (sistemas competitivos, cf. [5]), de comportamiento
adecuado en el infinito. En el caso especial f(v) = e¥ , g(u) = €, los resultados son
enteramente similares a los que se detallan a continuacion.

Soluciones simétricas

Analizamos ahora la existencia y estructura del conjunto de soluciones positivas y
simétricas del problema (P). Es decir, u,v € C?[0, L) tales que:

u” =P 0<z<L v = ud O<z<lL @)
uw'(0) =0, u(L) = +o0, v'(0) =0, v(L) =400 .

Debe observarse que las soluciones positivas (u,v) de (P) son estrictamente convexas,
por tanto cada componente alcanza el infimo en un solo punto: ug := inf(_y u(x) =



W(Tpmin), vo = inf_pyv(r) = v(Ymin). Tipicamente iy # Ymin. En el caso
(u(x),v(x)) simétrica se tiene iy = Ymin = 0. Ademas toda solucién simétrica
quedard univocamente determinada por su infimo (ug, vg) a través del problema:

u'’ = P o = ;
u(0) = ug, w'(0) =0, v(0) = vp, v'(0) = 0. (3)
En el siguiente resultado se describen las soluciones simétricas de (P).

Teorema 1 El problema (P) admite soluciones simétricas si y sélo si pqg > 1. Ademds:

i) [Cambio de escala] Si (u(x),v(x)) es una solucion de (P) en (—L, L) entonces,
para A > 0, (u(x), va(2)) = (Nu(A), P/ 0(M)) 6 = (pg— 1)/ (2(p +1)).
define una solucién de (P) en el intervalo (—\"L,\7°L).

i) [Unicidad de soluciones| El problema (P) admite una unica solucion simétrica
y positiva en (=L, L) \ {0}, (u,v) = (Ui(z),Vi(x)) (respectivamente, (u,v) =
(Ua(z), Va(x))) tal que inf(_pyu = Ui(0) = 0 (respectivamente, inf_p v =
V3(0) = 0).

iii) [Multiplicidad de soluciones| Para cada L > 0 el conjunto de todas las soluciones
positivas y simétricas de (P) en (—L, L) constituye un arco continuo que conecta
la solucion (u,v) con inf(_p yu = 0 con la solucién (u,v) con inf(_p v = 0.
Mas precisamente, existe un arco continuo (g1, 92) : [0,1] — R%, ¢1(t), g2(t) no
crecientes, (g1, g2)ji=0 = (U1(0), V1(0)), (g1, 92)p=1 = (U2(0), V2(0)), de forma que
{(g1(t), g2(t)) : 0 <t < 1} constituye el conjunto de los minimos (ug, vy) de todas
las posibles soluciones simétricas de (P).

iv) [Perfiles de explosién] Si (u(z),v(x)) es una solucion positiva arbitraria de (P)
entonces se tienen las siguientes estimaciones asintoticas exactas de las tasas de
divergencia de u y v cuando x — L:

a a/(l-a)
u(x) ~ AV (1) (L — z)~o/0=e) r— L—, (4)
—
ny>1/('yﬁ) < 3 >6/(vﬂ)
v(xr) ~ | == — L—2) P09 xr — L—, 5
@)~ (& - (L —a) (5)
en donde:
_ 2+, 20g+1) pat2q+1
pq+2p+1 pg+2p+1 7 pqg+2p+1’

mientras (A, B,C') designa la inica solucidn positiva del sistema:

aABP =1 BBt =C vBPC = A1

Observaciones 1. Noétese que en (4) y (5) se tiene que: a/(1 —a) =2(p+1)/(pg — 1)
vy B/(y—pB) =2(q¢g+1)/(pg —1). Por tanto los exponentes de (L — x) son negativos
solo cuando pg > 1.



Soluciones no simétricas

La presente seccién se ocupa de estudiar la existencia de soluciones asimétricas de (P).
Debe observarse que si (u(z),v(z)) es una solucién positiva de (P) y x5, (respecti-
vamente, yin) €s el punto de (=L, L) donde u(z) (respectivamente, v(x)) alcanza el
minimimo, entonces una condicién necesaria y suficiente para la simetria de (u,v) es
que Zyin = Ymin = 0-

Nuestros préoximos resultados establecen por una parte que toda solucion simétrica
genera, por continuidad, dos familias maximales distintas de soluciones asimétricas las
cuales se generan perturbando bien u'(0) o bien v'(0) hasta valores no “continuables”
(Teoremas 2 y 3 siguientes). Se prueba por otra parte que una solucién asimétrica ar-
bitraria (u(z),v(x)) procede necesariamente de una solucién simétrica de (P) mediante
la accién combinada de dichos procesos de continuacién (Teorema 4).

Analizamos ahora con detalle las propiedades de continuidad del problema (3) con
respecto a las derivadas en el origen.

Teorema 2 Sea (u(z),v(x)) la solucion simétrica de (P) correspondiente a un minimo
(ug, vo) € RE \ {(O, 0)}, uwo > 0. Ezisten entonces o] = o5 (ug,vo) > 0 y funciones
continuas w™(0),wt (o), wT : [—0F,0f] — Ry, w™ no decreciente, wt no creciente,
w(—0) =wT(0), wH(—0) =w (0), de suerte que se cumplen los hechos siguientes:

a) [Existencia de soluciones positivas| La solucion (u,v) del problema:

u// — |U|p ,U// — |u|q
u(0) = u, v(0) = vy, (6)
u'(0) = o, v'(0) =0,

es positiva para x # 0 siy sélo si |o] < of, siendo (—w™(s),w™ (o)) su dominio
de existencia mazimal. o} es ademds una funcion continua de (ug, vo).

b) [Positividad] Si (u(z,0),v(x,0)) es la solucion de (6) correspondiente a |o| <
o1 Tyin(o) es el punto de minimo de u(-,0) mientras h(o) = u(zyin(0), o)
resulta que Ty, Yy h son funciones C' de o, iy (—0) = —xpin(0), (—0o) =
h(o), siendo iy y h decrecientes en [0,07]. Mds ain, h(£o}) = 0, es decir
inf_p ryu(-,£07) = 0. Por otra parte, se tiene que inf(_p yv(-,0) = vo para
lo| < oF.

¢) [Simetria] Para —w™(—0) < < w'(—0) se tiene que (u(x,—o),v(x,—0)) =

(u(=z,0),v(—x,0)).

d) [Explosién en la frontera y perfiles asintéticos| Para cada |o| < of se tiene que
lim, pr (1) w(w, 0) = 400, limy_rp5 1y v(z,0) = +oo. Mds ain, los perfiles
asintdticos de explosion coinciden con los de la solucion simétrica (4), (5). Es
decir:

u(x, o) ~ A €8 d(x)~¢ v(z,0) ~ (BY/CPYME p d(x)™" d(x) — 0+,

donde o, 3,y y A, B,C son los introducidos en el Teorema 1, & = a/(1 — «),
n=pB/(y— ), mientras d(x) = min{w™ — x,x + w™} representa la distancia de
un x € (—w™,w™) a la frontera de dicho intervalo.



Observaciones 2

1). Las soluciones (u(x,0),v(x,0)) obtenidas en el Teorema 2 a partir de la solucién
simétrica (u(z),v(z)) son necesariamente asimétricas en el intervalo (—w™,w™) para
0 < |o| < o}. En efecto, nétese que Tynin # Ymin PUES Ymin = 0 mientras i, (o) # 0
para o # 0.

2). Una versién complementaria del Teorema 2 se obtiene inmediatamente si en el
problema:

u// — |,U|p U// — |u|q
u(0) = uy, v(0) = vy, (7)
U/(O) =01, ’U/(O) = 09,

donde ug > 0, v9 > 0, se fija 07 = 0 y se considera g, = ¢ como parametro

de continuacion, deduciéndose la existencia de una familia uniparamétrica de solu-
ciones asimétricas de (P), (u(z,0,0),v(z,0,0)), definidas en el correspondiente inter-
valo maximal (—w™(0,0),w™(0,0)), siendo éstas positivas para |o| no mayor que cierto
oy = o3(ug, vg) < +00, en donde se designa por (u(z, o1, 09),v(x,01,09)) a la solucién
maximal, positiva o no, de (7), definida en su dominio (—w™ (01, 02),w"(01,02)). Re-
sulta interesante observar que dicha solucién maximal, cualquiera que sea su signo,
diverge siempre a +oco en los extremos w*(ay,03) del intervalo, siendo éstos ademés
finitos |w™® (01, $2)| < 400, a condicién de que las derivadas o, 0y satisfagan la relacién:
ooy A uf (g +1) + Up+1/(P+ 1).
3). Profundizando en las ideas precedentes y para referencia inmediata, consideremos
soluciones (u;(z),v;(z)) = (u(z,o! ) ol N, v(z, cry), o), i = 1,2, de (7) con datos
(w, v, 0, V") jy=o = (ug, vo, 01, o), satisfaciendo |0\ ol | < uq+1/(q+ D+t /(p+1),
i = 1,2. Entonces (u1(z),vi(x)) puede deformarse continuamente hasta (us(x), vo(z))
mediante la familia (u(z, 01, 02),v(z, 01, 02)) de soluciones de (7), donde (o, 02) varia
en un arco continuo, contenido en la regién {|oios| < udt' /(¢ + 1)+ /(p+ 1)} y
constituido por la uniéon de dos segmentos rectilineos en los que alternativamente o; o
09 permanecen constantes. En este caso, todos los miembros (u(x, o1, 09),v(x, 01,09))
de la perturbacién definen soluciones positivas de (P) en los correspondientes intervalos
finitos (—w™ (01, 09),w™ (01, 02)).

El que sigue es un resultado de existencia de soluciones asimétricas construidas por
deformacion de una simétrica dada.

Teorema 3 Una condicion necesaria y suficiente para que (P) admita soluciones po-
sitivas es que pq > 1. Si, por otra parte, (u(x),v(z)) es cualquiera de sus soluciones
simétricas en el intervalo (—L, L) se satisface que:

a) Siug =inf(_p pyu > 0 existe una familia continua de soluciones de (P) definidas
n (_L7 L), {(QAL(:L’, 0)7 QA](I7 U))}IUEU{; (@J(I? 0)7 @(I, O’))‘o’:() = (u(x), U(.T)), SG=
tisfaciendo: i) inf_p ryu(-,0) > 0 para |o| < o} anuldndose dicho infimo en
los valores 0 = +o07, 1 ) 0..(0,0) x signo(c) < 0 para o # 0. Consecuentemente,
las soluciones (u(z,0),0(z, )) son no simétricas si 0 < |o| < o7.

b) Si alternativamente vy = inf(_p ryv > 0 entonces existe una familia continua de
soluciones de (P), {(u(z,0),0(x,0))}s/<os, que pasa por la solucién simétrica



(u(z),v(x)) en 0 = 0 de suerte que inf(_;y0(-,0) > 0 para o # £o03 con
inf_p 1) 0(-, £03) = 0 mientras ,(0,0) x signo(c) < 0 para o # 0, y de nuevo
todos los miembros de la familia definen para o # 0 soluciones no simétricas de
(P) en el intervalo (—L, L).

Observaciones 3. La idea de la prueba, por ejemplo en el caso a), es combinar la
perturbacién con respecto a u'(0) del Teorema 2 con la propiedad de cambio de escala
del Teorema 1. Especificamente, se toman:

S\ 0
7o) = 5w —w), Uo) = 5wt W), Ao) = (“L>> |

siendo # = pg — 1/(2(p+ 1)). La familia de soluciones (@, 0) se construye entonces de
la forma siguiente:

(i(z), 0(x)) = Mu(Nox + Z,0), NV Dy (Ng 4 7, 0)),

en donde (cf. Teorema 2) |o| < of. Obsérvese que al ser wt < L < w™ resulta que
Z(o) < 0si o > 0 mientras Z(o) > 0 para o < 0.

El siguiente resultado, esencialmente un reciproco del Teorema 3, asegura que toda
solucién de (P) procede, tras dos iteraciones del método de continuacién del Teorema
2 (cf. Observaciones 2), de una solucién simétrica de dicho problema.

Teorema 4 Sea (u(z),v(x)) una solucion positiva arbitraria del problema (P) en el
intervalo (—L, L). Existe entonces una familia continua de soluciones positivas de (P)
en el intervalo (=L, L), {(@(x,0),0(x,0))}o<o<1 tales que (,0)—0 = (u,v) mientras
que (1, 0),=1 = (u*,v*) constituye la tinica solucion simétrica del problema (P) con
infimo en el punto (ug,vo) = (u(0),v(0)).

Observaciones 4. La transformacién que lleva (u(x),v(z)) a (u*(z),v*(x)), asociada a
los valores (a%”,aél)) = (u/(0),2'(0)) v (0§2),a§2)) = (0,0) en la Observacién 2.3, no
es de ninguna manera tnica. Se puede transformar primero «'(0) — 0 manteniendo
v'(0) constante para reducir después v'(0) — 0 o alternativamente v'(0) — 0 con '(0)
constante, pasando en segundo lugar de «/(0) a 0. Mds atin, existen todavia infinitas
maneras de efectuar (u/(0),v'(0)) — (0,0) con soluciones positivas de (P) asociadas

(u(z,01,09),v(x,01,02)) en cada punto (o1, 0y) del trayecto.

El problema radial

Las soluciones radiales v = u(r), v = v(r), r = |z|, del problema (1) en la bola N-
dimensional By = {x € RY : |x| < R} satisfacen la siguiente variante no auténoma del
problema (P):
uw—l—N;lur:v” 0O<r<R
UTT—I—NT_IU,,:uq O<r<R
w'(0)=0, u(R)=+o0
v'(0) =0, v(R)=+o0.

(PR)



Como en el caso unidimensional las soluciones (u(r), v(r)) alcanzan el infimo (ug, vy) =
(infjo,r) u,inffp gy v) en un tnico punto: r = 0. Tales soluciones pueden, por tanto,
reconstruirse a partir de dicho infimo mediante el problema de valor inicial:

(rN=l/Y =¢rN=lPp  0<r <R, (r¥=4')Y =Ny 0<r <R,
u(0) = ug, v'(0) =0 v(0) = vy, v'(0) = 0.

Nuestras conclusiones sobre la resolubilidad del problema (1) con simetria radial se
resumen en el siguiente resultado.

Teorema 5 El problema (PR) admite soluciones positivas si y sdlo si pg > 1. Se
satisfacen ademdas las siguientes propiedades:

i) [Cambio de escala] Si (u(r),v(r)) es una solucion radial positiva de (1) en Br
con infimo (ug,vo) entonces para cada X\ > 0, (uy,v)) = (/\u(/\er),)\%v()\er)),
0 =pq—1/(2(p+1)) define una solucién radial de (1) en la bola Bg,, Ry = AR
cuyo infimo es (ugy, vox) = (Aug, AT/ (PHqy),

ii) [Unicidad de soluciones| El problema (1) admite una tunica solucion radial (u,v) =
(Ui(r), Vi(r)) (respectivamente, (u,v) = (Ua(r), Va(r))) positiva en Br \ {(0,0)}
con la propiedad infjgpyu = 0 (respectivamente, infigpyv = 0). Se satisface

ademds V1(0) = infg gy V1 > 0 (Uy(0) = infjg z) Uy > 0).

iii) [Multiplicidad de soluciones| El problema (1) admite en la bola Br una infinidad
de soluciones radiales de forma que el conjunto de infimos {(ug,vo) : wy =
infio ryu , vo = infp gy v , (u,v) solucién de (PR)} se distribuye de forma no cre-
ciente con respecto a ug y vg y estd contenido en el rectangulo [0, Us(0)] % [0, V1 (0)].

Observaciones 5. 1). Nétese que a diferencia del caso unidimensional, no se afirma
en 111) que el conjunto de infimos {(ug,v)} de soluciones de (PR) constituye un arco
continuo, aunque hay bastantes evidencias de que esto es asi. Resulta asimismo for-
malmente claro que las tasas de explosion de las soluciones radiales en la frontera 0Bgr
coinciden con las obtenidas en el caso unidimensional (4), (5). Curiosamente, es preciso
aclarar la segunda cuestion para dar una respuesta afirmativa a la primera.

2). El trabajo reciente [8] considera el problema, substancialmente diferente, de las
soluciones positivas de (PR) que explotan cuando R — +oc.
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